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1 Introdution
1.1 Résultats
Soit X une ourbe projetive et lisse sur un orps algébriquement los k, et
x un point fermé. Un faiseau loalement libre E sur X est dit ni s'il existe
deux polynmes distints P,Q à oeients entiers positifs tels que P (E) ≃
Q(E), l'exemple lassique étant donné par les faiseaux inversibles sur X dont
une puissane tensorielle est triviale. Nous nous onformerons à la tradition en
parlant de brés nis. Nous nous intéressons aux liens bien onnus que es brés
ont ave le groupe fondamental de (X, x), e par quoi nous entendrons toujours
groupe fondamental proni ([1℄).
Dans [18℄, Nori utilise la orrespondane due à A.Weil, lorsque car k = 0,
entre brés nis sur X et représentations de pi1(X, x), pour dénir par extension
en aratéristique arbitraire, le shéma en groupe fondamental de (X, x), omme
groupe fondamental pi(X, x) de la atégorie tannakienne des brés essentielle-
ment nis sur X , munie du fonteur bre déni par x. Ce nom est justié par
le fait que le groupe proalgébrique pi(X, x) lassie les torseurs pointés sur X ,
de groupe struturel un shéma en groupe ni sur k.
Dans un travail publié ultérieurement ([19℄), Nori montre que la notion de
shéma en groupe fondamental a enore un sens pour une ourbe pointée (X,D),
e groupe étant ette fois déni omme le groupe fondamental de la atégorie
tannakienne des brés paraboliques essentiellement nis sur X . Il utilise ii sa
propre dénition des brés paraboliques, la dérivant omme "une légère mod-
iation de elle de Seshadri". Il démontre, en suivant l'analogie ave le as des
ourbes omplètes, que e groupe fondamental lassie de même les torseurs
pointés sur X −D, de groupe struturel un shéma en groupe ni sur k.
Ce résultat a de l'intérêt même en aratéristique zéro, puisqu'il donne une
réinterprétation algébrique du groupe fondamental étale de X − D, omme
groupe de Tannaka de la atégorie des brés paraboliques nis sur (X,D). Cei
permet de reformuler le problème lassique (évoqué dans [1℄) d'une preuve "al-
gébrique" (disons, sans utiliser de théorème de type GAGA) des théorèmes de
struture des groupes fondamentaux des ourbes algébriques. Par exemple, on
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peut essayer de omprendre l'équivalene entre les brés paraboliques nis sur
(P1, {0, 1,∞}) et représentations de F̂2, le omplété proni du groupe libre à
deux générateurs, même si e problème reste probablement très diile.
Aussi notre attention s'est-elle onentrée sur deux problèmes : déterminer
si le théorème de Nori sur les brés paraboliques se généralise en dimension
supérieure, au moins en aratéristique zéro, et élairir le lien entre sa dénition
des brés paraboliques et elle, lassique, due à Seshadri. Nous ne résolvons que
le seond problème dans e travail (nous omptons revenir sur le premier dans
un prohain artile).
Nous montrons essentiellement deux résultats, qui sont valables en dimension
quelonque. Donnés un entier r ≥ 1, un shéma (noethérien) X muni d'un
diviseur de Cartier eetif D, le premier énoné (théorème 4) stipule qu'il y a
une équivalene de atégories tensorielles entre brés paraboliques (au sens de
Seshadri) à poids multiples de
1
r et faiseaux loalement libres sur un ertain
hamp de Deligne-Mumford X sur X , qu'on peut appeler le hamp des raines
r-ièmes de D, où, omme on l'imagine, la struture de hamp est onentrée
le long du support de D. Le seond résultat (théorème 5) arme que s'il l'on
suppose de plus X et D projetifs et lisses sur un orps algébriquement los
de aratéristique première à r, la notion de degré parabolique (dénie dans e
adre de généralité par Maruyama et Yokogawa, [16℄) oïnide ave la notion
usuelle de degré pour le faiseau orrespondant sur X.
Ces deux résultats permettent de ramener les questions onernant les brés
paraboliques à des questions onernant des brés usuels. Dans le paragraphe
5, nous montrons omment les notions usuelles sur les brés paraboliques sur
une ourbe marquée (X,D) s'interprètent naturellement lorsque l'on onsidère
le(s) hamp(s) assoié(s). Il s'ensuit par exemple que les brés paraboliques -
nis sont semi-stables de degré 0, la preuve pour les brés usuels sur une ourbe
omplète s'adaptant au as d'une orbiourbe omplète. Cei permet d'obtenir
des informations sur la struture des brés paraboliques nis sur la droite pro-
jetive (théorème 6). Ce résultat est en fait une onséquene du théorème de
Nori, mais nous n'en faisons pas vraiment usage ii.
1.2 Origines
La dénition de Nori (voir [19℄) d'un bré parabolique sur (X,D) est, grossière-
ment, la donnée d'un bré usuel sur X−D auquel on reolle des brés dénis sur
un revêtement ramié d'un voisinage des points du support de D. Dans l'esprit,
'est une dénition très prohe de elle des brés sur le hamp X, qui est en
quelque sorte le revêtement ramié minimal de X sur lequel on peut voir tous
les brés paraboliques à poids multiples de
1
r sur X omme des brés usuels.
L'idée d'assoier à un revêtement galoisien ramié de ourbes Y → X , de
groupeG, et à un G-faiseau ohérent sur Y , un faiseau parabolique sur (X,D),
où D est le diviseur de branhement du revêtement, semble due à Biswas ([7℄).
C'est la proédure que nous adoptons, pour le revêtement ramié X → X ,
pour assoier à un bré sur X un bré parabolique sur (X,D). Biswas dérit
également une proédure en sens inverse, et il est mentionné dans [4℄ qu'il en
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résulte une équivalene tensorielle entre ertains G-faiseaux sur Y et les fais-
eaux paraboliques sur (X,D). Nous nous distinguons ii de ([7℄) en donnant,
dans le adre plus général des hamps de raines, une expression plus expliite
et intrinsèque de l'équivalene réiproque, en termes de ons (oends). Cette
expression rend d'ailleurs le aratère tensoriel évident.
Le hamp des raines r-ièmes d'un faiseau inversible munis d'une setion sur
X de Cadman et Vistoli ([10℄, [2℄) est un outil essentiel. Tout aussi indispensables
nous sont les revêtements yliques uniformes de Arsie-Vistoli ([3℄), dont les
hamps quotient sont les modèles loaux du hamp des raines r-ièmes (voir
théorème 3).
La dénition des brés paraboliques que nous adoptons ii est due à Maruyama-
Yokogawa ([16℄, [26℄), 'est une adaptation de elle de Seshadri sur les ourbes
([21℄, voir aussi appendie A) à la dimension quelonque.
Notre preuve de l'égalité du degré d'un faiseau parabolique ave le degré du
faiseau assoié sur le hamp des raines r-ièmes repose de manière essentielle
sur la formule de Grothendiek-Riemann-Roh pour les hamps de Deligne-
Mumford due à Toën ([22℄,[23℄). Nous regroupons les résultats que nous utilisons
dans un long appendie (C).
Enn 'est une note de Edixhoven ([12℄) qui a éveillé notre attention sur la
struture des brés paraboliques nis sur la droite projetive.
1.3 Limites de et artile, et possibles appliations
Le théorème 4 permet de réinterpréter et de ompléter ertains travaux an-
térieurs sur les brés paraboliques dans le adre plus général des hamps de
Deligne-Mumford. Voii deux exemples. La dénition des brés prinipaux à
struture parabolique de groupe struturel donné de [4℄ s'interprète omme elle
des brés prinipaux de même groupe struturel sur un hamp de raines (et
ette interprétation nous semble plus naturelle que la dénition originelle en
termes de fonteurs tensoriels). Seond exemple : on peut utiliser les diérentes
théories des anneaux de Chow pour les hamps de Deligne-Mumford (par ex-
emple elle de [25℄) pour donner une dénition des lasses de Chern des brés
paraboliques également plus naturelle que elle de [5℄. Mentionnons à e sujet
que le aratère de Chern à oeient dans les représentations de [23℄ permet
de aluler la K-théorie de la atégorie des brés paraboliques (dont les poids
ont des dénominateurs bornés) en termes d'anneaux de Chow d'un hamp de
Deligne-Mumford (le hamp d'inertie du hamp des raines), e qui semble hors
de portée des seules tehniques paraboliques.
Toutefois, nous ne prenons pas le soin de dérire es appliations en détail, à
la fois par manque de plae, par volonté de se onentrer sur le lien entre brés
paraboliques et groupe fondamental, et surtout pare qu'il apparaît a posteriori
que la dénition des brés paraboliques adoptée ii (elle de [26℄) ne soit orrete
que dans le as d'un diviseur lisse (et il nous semble à présent que l'équivalene
tensorielle de [7℄, [4℄ n'est valable que dans e adre). En d'autres termes, bien
que le théorème 4 soit vrai pour un diviseur quelonque, elle n'est intéressante
que pour un diviseur lisse. Nous omptons revenir sur le problème de la dénition
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des brés paraboliques relatifs à un diviseur à roisements normaux dans un
artile ultérieur. Il serait aussi très souhaitable de omprendre le théorème 4 non
seulement omme une équivalene de atégories, mais omme un équivalene de
hamps, puisque ela permettrait de voir [26℄ sous un jour nouveau.
Mentionnons enn le lien ave les strutures logarithmiques et en partiulier
ave le travail de Matsuki et Olsson [17℄, qu'il faudrait aussi expliiter.
1.4 Remeriements
Je tiens à remerier les nombreux mathématiiens qui m'ont permis de mener
à bien et artile, et parmi eux, spéialement I.Biswas et D. S.Nagaraj, pour
leurs patientes expliations sur les brés paraboliques, B.Toën, pour de multiples
élairissements, A.Chiodo, pour d'intéressantes disussions sur les hamps de
raines, et enn, de manière générale, M.Emsalem et A.Vistoli.
2 Fibrés paraboliques : la dénition de Maruyama-
Yokogawa
On xe un shéma noethérien X , et un diviseur de Cartier eetif D sur X ,
et r ≥ 1 un entier.
2.1 Poids à dénominateurs multiples d'un entier donné
On identie tout ensemble ordonné à la atégorie orrespondante.
On appelle Qcoh(X) la atégorie des faiseaux quasi-ohérents sur X .
Soit E· : (
1
rZ)
op → Qcoh(X) un fonteur. Pour i ∈ 1rZ on dispose alors du
déalage (shift) E [i]· déni sur les objets par la formule usuelle E [i]j = Ei+j , et
pour i ≥ j de la transformation naturelle E [i]· → E [j]·.
Dénition 1 ([26℄). On dénit la atégorie PAR 1
r
(X,D) des brés paraboliques
de poids multiples de
1
r omme ayant pour objets les ouples (E·, j), où E· :
(1rZ)
op → Qcoh(X) est un fonteur, et j : E· ⊗OX OX(−D) ≃ E [1]· est une
transformation naturelle faisant ommuter le diagramme :
E· ⊗OX OX(−D)
j
//
++WWWW
WWW
E [1]·
uulll
ll
l
E·
Les morphismes de (E·, j) à (E ′· , j
′) sont les transformations naturelles α :
E· → E
′
· telles que le diagramme suivant ommute :
E· ⊗OX OX(−D)
j
//
α⊗1

E [1]·
α[1]

E ′· ⊗OX OX(−D)
j′
// E ′[1]·
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Pour alléger les notations, on omettra souvent de mentionner j pour désigner
les objets de PAR 1
r
(X,D).
Lorsque r = 1, il est lair que le fonteur d'oubli E· → E0 (ou évaluation
en zéro) PAR1(X,D) → Qcoh(X) est une équivalene, dont une équivalene
réiproque est donnée par F → F ⊗OX OX(− ·D).
La atégorie PAR 1
r
(X,D) est munie de Hom internes. Soient en eet E· et E
′
·
deux objets, on dispose déjà du faiseau Hom(E·, E ′· ) déni par, pour tout ouvert
U de X : Hom(E·, E ′· )(U) = Hom(E·|U , E
′
· |U ). On dénit le faiseau parabolique
Hom(E·, E ′· )· en posant pour tout i ∈
1
rZ :
Hom(E·, E
′
· )i = Hom(E·, E
′
· [i])
On dénit alors le produit tensoriel E·⊗OX E
′
· de deux brés paraboliques E·
et E ′· par la formule habituelle :
Hom(E· ⊗OX E
′
· , E
′′
· )· ≃ Hom(E·,Hom(E
′
· , E
′′
· )·)·
On désigne par Vect(X) la sous-atégorie pleine de Qcoh(X) dont les objets
sont les faiseaux loalement libres (de rang ni).
Dénition 2 ([26℄). La atégorie Par 1
r
(X,D) des r-brés paraboliques loale-
ment libres (de rang ni) est la sous-atégorie pleine de PAR 1
r
(X,D) dont les
objets sont les ouples (E·, j) vériant :
1. E· : (
1
rZ)
op → Qcoh(X) se fatorise en (1rZ)
op → Vect(X).
2. Pour i ≤ i′ < i+1, coker(Ei′ → Ei) est loalement libre omme OD-module.
Remarque 1 ([26℄). Donnés (E·, j) et (E ′· , j
′) deux objets de Par 1
r
(X,D), la
ompatibilité des transformations naturelles de E· vers E ′· ave j et j
′
est au-
tomatique.
2.2 Poids rationnels quelonques
Si r|r′, l'inlusion (1rZ) ⊂ (
1
r′Z) admet pour adjoint à gauhe le fonteur
déni sur les objets par :
l′
r′ → −
1
r [−
rl′
r′ ].
Ce dernier induit un fonteur dèlement plein PAR 1
r
(X,D)→ PAR 1
r′
(X,D),
adjoint à gauhe du fonteur de restrition PAR 1
r′
(X,D) → PAR 1
r
(X,D). En
partiulier pour r = 1 on obtient un fonteur Qcoh(X)→ PAR 1
r′
(X,D), adjoint
à gauhe du fonteur d'oubli (ou évaluation en zéro) PAR 1
r′
(X,D)→ Qcoh(X).
Cei permet de poser :
Dénition 3. On dénit la atégorie PAR(X,D) des brés paraboliques à poids
rationnels omme
PAR(X,D) = lim
−→
r∈N
PAR 1
r
(X,D)
5
Remarque 2. On peut aussi dénir diretement les objets de PAR(X,D) omme
des ouples (E·, j), où E· : (Q)op → Qcoh(X) est un fonteur, et j : E· ⊗OX
OX(−D) ≃ E [1]· une transformation naturelle vériant la même relation de
ommutativité, ave la ondition supplémentaire que la longueur de la ltration
(Eα)α∈[0,1] est nie.
On munit PAR(X,D) des Homs internes et du produit tensoriel induit par
eux des PAR 1
r
(X,D), qui sont évidemment ompatibles entre eux.
On dénit la atégorie des brés paraboliques loalement libres (de rang ni)
sur (X,D) de la manière évidente, à savoir :
Par(X,D) = lim
−→
r∈N
Par 1
r
(X,D)
Comme on l'a vu, le fonteur d'oubli (ou évaluation en zéro) Par(X,D) →
Vect(X) a un adjoint à gauhe, qu'on expliite :
Dénition 4. Pour F ∈ objVect(X), on dispose du bré parabolique loalement
libre sur (X,D), dit à struture spéiale, et noté F ., déni sur les objets par :
F · = F ⊗OX OX([−·]D)
L'utilité des strutures spéiales vient en partie du fait lassique suivant.
Théorème 1. Soit E· ∈ objPar(X,D). Pour tout point x ∈ X, il existe un
voisinage ouvert (pour la topologie de Zariski) U de X, il existe une famille
nie de nombres rationnels (αa)a∈A telle que
(E·)|U ≃ ⊕a∈AOU ·[αa]
Démonstration. La démonstration est très prohe de elle de la proposition 3,
que nous détaillons par la suite.
2.3 Fibrés paraboliques et revêtements
Dénition 5 ([3℄). Soit X un shéma noethérien. Un revêtement ylique
uniforme de degré r de X est un morphisme de shémas pi : Y → X, et une
ation du shéma en groupes µr sur Y , tels que pour tout point x de X, il existe
un voisinage ane U = SpecR de x dans X, un élément s ∈ R qui n'est pas un
diviseur de zéro, et un isomorphisme de U -shémas pi−1(U) ≃ SpecR[t]/(tr−s)
qui est µr-équivariant, où le membre de droite est équipé de l'ation évidente.
L'ensemble de tels ouples (U, s) (resp. (pi−1(U), t)), pour U variant sur un
reouvrement de X , dénit un diviseur de Cartier eetif D sur X (resp. E sur
Y ), que l'on appelle le diviseur de branhement (resp. le diviseur de ramiation)
de pi. Ils vérient la relation pi∗D = rE.
Remarque 3 ([3℄). Donné pi : Y → X un revêtement ylique uniforme de
degré r, pi∗OY est muni d'une Z/r-graduation naturelle, qu'on érit pi∗OY =
L0 ⊕ L1 ⊕ · · · Lr−1. En regardant loalement on voit que les Lj sont des fais-
eaux inversibles, et que le morphisme anonique L⊗r1 → L0 ≃ OX est un
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monomorphisme d'image OX(−D). Ainsi le faiseau L = OX(D) est-il muni
d'une raine r-ième anonique.
Réiproquement la donnée d'un faiseau inversible L1 sur X et d'un monomor-
phisme L⊗r1 → OX permet de dénir un revêtement ylique uniforme de degré
r sur X, en onsidérant le shéma ane sur X assoié au faiseau d'algèbres
SymL1
L⊗r1 →OX
.
Dénition 6. Soit S un shéma de base. Soit Y un S-shéma muni d'une
ation d'un S-shéma en groupes G. Un G-faiseau loalement libre sur Y est
un morphisme de S-hamps [Y |G] → VECT S, où VECT S est le hamp des
faiseaux loalement libres (de rang ni) sur S.
On note GVect(Y ) la atégorie des G-faiseaux loalement libres sur Y .
Proposition 1. Soit X un shéma noethérien, pi : Y → X un revêtement
ylique uniforme de degré r, F un µr-faiseau loalement libre sur Y . Soit D le
diviseur de branhement et E le diviseur de ramiation de pi. Alors l'assoiation
(1rZ)
op // Vect(X)
l
r
// pi
µr
∗ (F ⊗OY OY (−lE))
dénit de manière naturelle un r-bré parabolique sur (X,D).
Remarque 4. 1. Ce type d'assoiation est du à I.Biswas ([7℄).
2. Posons E· = pi
µr
∗ (F ⊗OY OY (− · rE)). Pour ne pas alourdir la proposition
nous n'avons déni E· que sur les objets. La dénition sur les èhes est
laire : pour l ≤ l′, le morphisme E l′
r
→ E l
r
est induit par la multipliation
par tl
′−l
, où t : OY → OY (E) est la setion anonique. Le morphisme
j : E· ⊗OX OX(−D) ≃ E [1]· est donné par la relation pi
∗D = rE et la
formule de projetion pour les µr-faiseaux. Enn le fait que j vérie la
ondition de ommutativité de la dénition 1 vient de la relation pi∗s = tr.
3. Nous verrons que ette opération dénit un fonteur µr Vect(Y )→ Par 1
r
(X,D)
qui est en fait une équivalene de atégories tensorielles.
Démonstration de la proposition 1. On ommene par remarquer que pour F
un µr-faiseau loalement libre sur Y , pi
µr
∗ F est loalement libre sur X : en
eet µr étant diagonalisable 'est un fateur diret de pi∗F , qui est loalement
libre ar F l'est, pi est ni et plat, et X est noethérien.
Il reste à voir que l ≤ l′ < l+ r, coker(E l′
r
→ E l
r
) est loalement libre omme
OD-module. Cela résulte lairement du lemme suivant :
Lemme 1. Pour tout µr-faiseau F loalement libre sur Y , pour tout 0 ≤ l < r,
le faiseau pi
µr
∗ (F ⊗OY OlE) est loalement libre omme OD-module.
Démonstration. La propriété à démontrer est loale sur X et on peut don
supposer X = SpecR, Y = SpecR[t]/(tr − s) omme dans la dénition 5. On
onsidère le diagramme ommutatif suivant :
lE
p

j
// Y
π

D
i
// X
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On a pi
µr
∗ (F ⊗OY OlE) = pi
µr
∗ (j∗j
∗F) = i∗(p
µr
∗ j
∗F). Il s'agit don de voir que
p
µr
∗ j
∗F est loalement libre sur D. Or 'est un fateur diret de p∗j∗F , qui est
loalement libre sur D, ar p : lE = Spec Rs [t]/t
l → Spec Rs = D est ni et plat,
D est noethérien, et j∗F est loalement libre sur lE.
3 Champ des raines r-ièmes d'un faiseau in-
versible muni d'une setion
On xe un entier r ≥ 1, un shéma noethérien X → SpecZ[r−1], L un
faiseau inversible sur X , s ∈ H0(X,L).
3.1 Dénition
Dénition 7 ([10℄). On dénit une atégorie X(L,s,r) brée en groupoïdes sur
SpecZ[r−1] par
1. les objets de X(L,s,r) sont les quadruplets (f,M, t, φ) où f : S → X est un
morphisme de shémas, M un faiseau inversible sur S, t ∈ H0(S,M),
et φ :M⊗r ≃ f∗L un isomorphisme tel que φ(t⊗r) = f∗s,
2. les morphismes de (f,M, t, φ) (au dessus de S) à (g,N , u, ψ) (au dessus
de T ) sont les ouples (h, ρ), où h : S → T est un morphisme de shémas
tel que g ◦ h = f , et ρ : M ≃ h∗N est un isomorphisme de faiseaux tel
que ρ(t) = h∗(u) et le diagramme suivant ommute :
M⊗r
φ

ρ⊗r
// h∗N⊗r
h∗ψ

f∗L h∗g∗L
Théorème 2 ([10℄, Theorem 2.2). X(L,s,r) est un hamp de Deligne-Mumford
(pour la topologie étale) sur SpecZ[r−1].
On appellera X(L,s,r) le hamp des raines r-ièmes de (L, s).
Proposition 2 ([10℄, Proposition 2.4). Si f : X ′ → X est un morphisme de
shémas alors il existe un isomorphisme naturel X ′ ×X X(L,s,r) ≃ X
′
(f∗L,f∗s,r).
Théorème 3 ([10℄, version 1, Proposition 3.2). Supposons qu'il existe un
faiseau inversible N sur X et un isomorphisme ψ : N⊗r ≃ L.
Si Y = Spec( Sym(N
∨)
N∨⊗r≃L∨
), où la struture d'algèbre est dénie par ψ∨ et s∨,
alors il existe un isomorphisme naturel [Y |µr] ≃ X(L,s,r).
Démonstration. On rappelle brièvement le prinipe de la preuve.
Soit pi : Y → X le morphisme struturel, u : OY → pi∗N la setion anon-
ique. Alors ξ : (pi, pi∗N , u, pi∗ψ) dénit un objet de X(L,s,r)(Y ).
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Donné un objet (p, h) de [Y |µr](S), omposé d'un µr-torseur p : T → S,
et d'un morphisme µr-équivariant h : T → Y , on dispose don d'un objet µr-
équivariant h∗ξ. Comme X(L,s,r) est un hamp elui-i se desend en un objet
η de X(L,s,r)(S).
Réiproquement xons un objet (f,M, t, φ) de X(L,s,r)(S). L'isomorphisme
M⊗r ≃ f∗L ≃ f∗N⊗r déduit de φ et f∗ψ dénit un µr-torseur sur S
T = Spec(
Sym(M⊗ f∗N∨)
M⊗r ≃ f∗N⊗r
)
et t : OS → M induit un morphisme µr-équivariant T → Y . On dispose
don d'un objet de [Y |µr](S), et on vérie que es deux onstrutions dénissent
des équivalenes de atégories réiproques l'une de l'autre.
Corollaire 1. Pour tout point x de X, il existe un voisinage ane U = SpecR
de x dans X, un élément σ ∈ R et un isomorphisme naturel de U -hamps :
[Spec(
R[τ ]
τr − σ
)|µr] ≃ U(L|U ,s|U ,r)
Corollaire 2. Le morphisme anonique pi : X(L,s,r) → X est ni.
Démonstration. On doit montrer que pi est quasi-ni et propre.
Commençons par la quasi-nitude : d'après [10℄, on dispose d'un atlas étale
U → X(L,s,r) de type ni sur X , don pi est de type ni. Donné un point
géométrique SpecΩ→ X , on sait que SpecΩ×XX(L,s,r) ≃ SpecΩ(L| Spec Ω,s| Spec Ω,r),
et d'après le théorème 3, e hamp admet bien un atlas étale ni sur SpecΩ.
Don pi est quasi-ni.
Prouvons que pi est propre. On s'assure aisément que pi vérie le ritère val-
uatif usuel ([25℄) pour les morphismes universellement fermés. Reste à voir que
pi est séparé, ou de manière équivalente que le morphisme diagonal X(L,s,r) →
X(L,s,r) ×X X(L,s,r) est propre. Soit (Xi → X) un revêtement Zariski de X
trivialisant L, et Li, si les restritions. D'après ([24℄), Proposition 2.36, il sut
de montrer que Xi(Li,si,r) → Xi(Li,si,r)×XiXi(Li,si,r) est propre. On peut don
supposer L trivial, et d'après le théorème 3, que X(L,s,r) ≃ [Y |µr], où Y → X
est ni.
Le hangement de base du morphisme diagonal [Y |µr]→ [Y |µr]×X [Y |µr]
par l'atlas étale Y ×X Y de [Y |µr] ×X [Y |µr] donne le morphisme (a, pr2) :
µr × Y → Y ×X Y , où a désigne le morphisme d'ation. Or elui-i est ni
(et don propre), ar ni omposé ave pr2 : Y ×X Y → Y , qui est séparé ar
obtenu par hangement de base à partir du morphisme ane Y → X .
Corollaire 3. X(L,s,r) admet X omme espae des modules grossier.
Démonstration. C'est un onséquene immédiate du fait que X(L,s,r) → X est
séparé, don admet un espae des modules grossier (voir [14℄), et que X est
un quotient atégorique pour X(L,s,r) (i.e. est universel pour les morphismes de
X(L,s,r) vers un shéma) omme montré dans [10℄, 2.4.
9
Corollaire 4. Soit pi : Y → X un revêtement ylique uniforme de degré r.
Soit D le diviseur (resp. E) de branhement (resp. de ramiation), et s (resp.
t) la setion anonique de L = OX(D) (resp. N = OY (E)). Soit de plus φ :
N⊗r ≃ pi∗L le morphisme déoulant de l'égalité pi∗D = rE.
Alors le morphisme Y → X(L,s,r) déni par (pi,N , t, φ) induit un isomor-
phisme de X-hamps [Y |µr] ≃ X(L,s,r)
Démonstration. Cela déoule du théorème 3 et de la remarque 3.
Corollaire 5. Supposons que s : OX → L est un monomorphisme, et notons
D = div(s). Supposons de plus donné un morphisme lisse X → S0, où S0 →
SpecZ[r−1] est une base, tel que D est lisse sur S0. Alors X(L,s,r) est lisse sur
S0.
Démonstration. La lissité est une propriété loale, il s'agit don de voir que
X(L,s,r) admet un atlas lisse sur S0. Quitte à reouvrir X par des ouverts trivi-
alisant L, on peut se ramener, d'après le théorème 3, au as oùX(L,s,r) ≃ [Y |µr],
où Y → X est un revêtement ylique uniforme. Mais alors [Y |µr] admet
Y → [Y |µr] omme atlas étale, et Y → S0 est lisse d'après [3℄, Proposition
2.5.
Lemme 2. Soient D,D′ deux diviseurs de Cartier eetifs à supports disjoints,
L = OX(D), L′ = OX(D′), et s, s′ les setions anoniques. Il existe un isomor-
phisme anonique X(L,s,r) ×X X(L′,s′,r) ≃ X(L⊗OXL′,s⊗s′,r).
Démonstration. Le morphisme anoniqueX(L,s,r)×XX(L′,s′,r) → X(L⊗OXL′,s⊗s′,r)
est un isomorphisme au dessus de U = X− supp(D) et U ′ = X − supp(D′), qui
par hypothèse reouvrent X .
3.2 Faiseaux inversibles sur e hamp
Sur X(L,s,r) on dispose d'un faiseau inversible anonique N déni par
(f,M, t, φ)→M. Il est muni d'une setion anonique u : OX(L,s,r) → N dénie
loalement par t : OS →M.
De plus, il existe un isomorphisme anonique ψ : N⊗r ≃ pi∗L, déni loale-
ment par φ :M⊗r ≃ f∗L, il vérie ψ(u⊗r) = pi∗s.
Lemme 3. On suppose que div s est un diviseur de Cartier eetif. Pour tout
entier l le morphisme naturel :
L⊗[l/r] → pi∗(N
⊗l)
est un isomorphisme.
Démonstration. D'après la formule de projetion, on a pour tout entiers a, b :
pi∗(N⊗ar+b) ≃ L⊗api∗(N⊗b), on peut don se ontenter de montrer la formule
pour r entiers onséutifs.
Soit 0 < l ≤ r. La suite exate
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0→ N⊗−l → OX(L,s,r) → OX(L,s,r)/N
⊗−l → 0
orrespond loalement à une suite de µr-faiseaux
0→
tlR[t]
tr − s
→
R[t]
tr − s
→
R/s[t]
tl
→ 0
En prenant les xes il vient
0→ (
tlR[t]
tr − s
)µr → R→ R/s→ 0
Comme s est l'équation loale dénissant L, on en déduit que pi∗(N⊗−l) =
L⊗−1, d'où la onlusion.
3.3 Faiseaux loalement libres sur e hamp
Pour X un hamp de Deligne-Mumford sur le shéma X , un faiseau loale-
ment libre sur X est par dénition un morphisme de hamps X→ VECT X , où
VECT X est le hamp des faiseaux loalement libres sur X . On note VectX la
atégorie des faiseaux loalement libres sur X.
3.3.1 Situation loale
Proposition 3. On suppose que div s est un diviseur de Cartier eetif. Soit
F un faiseau loalement libre sur X(L,s,r). Pour tout point x de X, il existe un
voisinage U (pour la topologie de Zariski) de x tel que F|π−1U est une somme
de faiseaux inversibles.
Démonstration. D'après le orollaire 1, on peut identierX(L,s,r) → X à [(SpecR[t]/(t
r−
s))|µr] → SpecR, pour R un anneau, s un élément de R ne divisant pas zéro.
Soit R′ = R[t]/(tr − s). La donnée de F équivaut à elle d'un R′-module libre
M , ave une Z/r-graduation ompatible ave elle de R′ et l'ation de R′ sur
M , on la notera M =M0 ⊕M1 ⊕ · · · ⊕Mr−1.
On peut de plus supposer que R est un anneau loal, d'idéal maximal
m. Si s /∈ m il n'y a rien à démontrer, puisque alors µr agit librement sur
SpecR[t]/(tr − s) et don [(SpecR[t]/(tr − s))|µr] ≃ SpecR.
On peut don supposer que s ∈ m. Alors R′ = R[t]/(tr − s) est aussi loal.
En eet, si n est un idéal maximal de R′, alors R′/R étant nie, on a R∩n = m,
et don s ∈ n. Don t ∈ n, et n peut-être vu omme un idéal maximal de R′/t,
omme R′/t ≃ R/s est loal, n est unique.
Notons que pour l entier, on a un isomorphisme naturel de R′-modules
gradués R′[l] ≃ tlR′, en partiulier pour l = 1 on obtient un isomorphisme :
M
tM
≃ ⊕j
Mj
Mj+1
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de R′/t-modules libres, respetant la graduation. Pour haque j, hoisissons
un nj-uplet (e
j
1, · · · , e
j
nj ) dans Mj tel que son image forme une base de
Mj
Mj+1
,
et soit (e1, · · · , en) le n-uplet obtenu par onaténation.
Comme Mj ≃ HomR′(R′[j],M) (morphismes de R′-modules gradués) e
n-uplet dénit un morphisme de R′-modules gradués
⊕jR
′[j]⊕nj →M
Comme R′ est loal, et t ∈ n, le lemme de Nakayama implique que e mor-
phisme est surjetif. Comme les deux R′-modules sont libres de même rang
e doit être un isomorphisme de R′-modules, et don un isomorphisme de R′-
modules gradués.
3.3.2 Situation globale
Théorème 4. Soit r un entier naturel, X → SpecZ[r−1] un shéma noethérien,
D un diviseur de Cartier eetif, L = OX(D), s la setion anonique, alors le
fonteur F :
Vect(X(L,s,r)) // Par 1
r
(X,D)
F // ((1rZ)
op // Vect(X))
l
r
// pi∗(N⊗−l ⊗OX(L,s,r) F)
est une équivalene de atégories tensorielles.
3.4 Preuve
3.4.1 F est bien déni
Lemme 4. Pour tout faiseau F loalement libre sur X(L,s,r), le fonteur
l
r →
pi∗(N⊗−l ⊗OX(L,s,r) F) dénit un r-bré parabolique sur (X,D).
Démonstration. Posons E l
r
= pi∗(N
⊗−l⊗OX(L,s,r) F). Il s'agit de voir que E lr est
loalement libre sur X et que pour l ≤ l′ < l+r, coker(E l′
r
→ E l
r
) est loalement
libre omme OD-module. Ce sont des armations loales sur X . En trivialisant
L on se ramène au as où X(L,s,r) est un hamp quotient issu d'un revêtement
ylique uniforme, omme dans le orollaire 1, et on peut alors appliquer la
proposition 1.
3.4.2 Dénition d'un fonteur quasi-inverse G
Pour les bouts, voir l'appendie B.
Proposition 4. Soit E· ∈ objPar 1
r
(X,D).
Le bout universel
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
) existe dans Vect(X(L,s,r)).
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Démonstration. On ommene par remarquer que la question a un sens : en
eet ( lr ,
l′
r ) → N
⊗l′ ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
) dénit un fonteur de variane mixte
(1rZ)
op × 1rZ→ Vect(X(L,s,r)), la ontravariane en la première variable venant
de la struture de r-faiseau parabolique de E·, et la ovariane en la seonde
venant de la multipliation par une puissane onvenable de u : OX(L,s,r) → N .
Un bout universel est une olimite ([15℄), et on peut don la onstruire
loalement : en eet, le aratère universel des limites loales rend les onditions
de reollement automatiques. Plus préisément, on utilise le lemme folklorique
suivant, qu'on donne ii sans démonstration.
Lemme 5. Soit X un hamp algébrique, E : I → VectX un diagramme, (Xα →
X)α un reouvrement par des ouverts. Si
lim
→
I
Ei|Xα
existe dans VectXα pour tout α, alors
lim
→
I
Ei
existe dans VectX.
Grâe au théorème 1, en raisonnant loalement sur X , on peut don se
ontenter de montrer l'existene de
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
) lorsque E· =
OX ·[
m
r ], i.e. E· est un déalé du faiseau struturel muni de la struture spéiale.
Or OX ·[
m
r ] est déni sur les objets par (OX ·[
m
r ]) lr
= L⊗[−
l+m
r
]
et sur les èhes
par multipliation par une puissane onvenable de s : OX → L. Il reste à
prouver le lemme suivant :
Lemme 6. ∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗L⊗[−
l+m
r
] ≃ N⊗−m
Démonstration. L'isomorphisme ψ : N⊗r ≃ pi∗L, et la relation ψ(u⊗r) = pi∗s,
montrent que les fonteurs (l, l′) → N⊗l
′
⊗OX(L,s,r) pi
∗L⊗[−
l+m
r
]
et (l, l′) →
N⊗l
′+r[− l+m
r
]
sont isomorphes (les èhes du seond sont dénies par multi-
pliation par une puissane onvenable de u : OX(L,s,r) → N ). Or pour tout
l entier on a : −m − r < l + r[− l+mr ] ≤ −m, et la multipliation par u
fournit un morphisme N⊗l+r[−
l+m
r
] → N⊗−m, évidemment dinaturel. Comme
l + r[− l+mr ] prend la valeur −m lorsque l varie, e bout est universel, d'où∫ 1
r
Z
N⊗l+r[−
l+m
r
] ≃ N⊗−m, et la onlusion.
La proposition 4 permet de poser G(E·) =
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
). La
dinaturalité du bout rend ette expression fontorielle en E·, si bien qu'on a
déni un fonteur G : Par 1
r
(X,D)→ Vect(X(L,s,r)).
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3.4.3 Preuve de l'équivalene
G ◦ F ≃ 1
On doit onstruire un isomorphisme
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗pi∗(N
⊗−l ⊗OX(L,s,r) F)→ F
naturel en F ∈ objVect(X(L,s,r)).
L'existene d'un morphisme naturel est donné par le lemme suivant.
Lemme 7. Soit adj : Hom(pi∗E ,F) ≃ Hom(E , pi∗F) le morphisme d'adjontion.
La famille de morphismes
1⊗ adj−1(1) : N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗pi∗(N
⊗−l ⊗OX(L,s,r) F)→ F
est dinaturelle en l ∈ objZ.
Démonstration. Il s'agit de voir la ommutativité du diagramme suivant :
N⊗l ⊗ pi∗pi∗(N⊗−l ⊗F)
1⊗adj−1(1) ,,YYYYY
YYY
YYY
YYY
N⊗l
′
⊗ pi∗pi∗(N⊗−l ⊗F)
ul−l
′
⊗1 11cccccccccccc
1⊗π∗π∗(u
l−l′⊗1)
--[[[[[[
[[[[
[
F
N⊗l
′
⊗ pi∗pi∗(N⊗−l
′
⊗F)
1⊗adj−1(1)
22eeeeeeeeeeeee
ou de manière équivalente elle du diagramme :
N⊗l−l
′
⊗ pi∗pi∗(N⊗−l ⊗ F)
1⊗adj−1(1) --[
[[[[
[[[[
[[
pi∗pi∗(N⊗−l ⊗F)
ul−l
′
11ccccccccccc
π∗π∗(u
l−l′⊗1)
--[[[[[[
[[[[
[[[[
[ N⊗−l
′
⊗F
pi∗pi∗(N⊗−l
′
⊗F) adj
−1(1)
11ccccccccccccccc
e qui équivaut enore à elle du diagramme :
N⊗−l ⊗F ul−l′⊗1
--ZZZZZZ
ZZZZ
ZZZZ
Z
pi∗pi∗(N⊗−l ⊗F)
adj−1(1) 11ccccccccccccccc
π∗π∗(u
l−l′⊗1)
--ZZZZZZ
ZZZZ
Z N⊗−l
′
⊗F
pi∗pi∗(N⊗−l
′
⊗F) adj
−1(1)
22ddddddddddd
Or adj envoie es deux èhes sur pi∗(u
l−l′ ⊗ 1), d'où la onlusion.
Vérier que le morphisme naturel :
∫ 1
r
Z
N⊗l⊗OX(L,s,r) pi
∗pi∗(N
⊗−l⊗OX(L,s,r)
F)→ F est un isomorphisme est une question loale, et on peut don supposer
que X = SpecR, où R est un anneau loal. On peut aussi supposer que F est
un faiseau inversible d'après la proposition 3. Or R étant loal, Pic(X(L,s,r))
est ylique d'ordre r, et engendré par N . On peut don prendre F = N⊗−m.
Finalement d'après le lemme 3
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗ pi∗pi∗N⊗−l−m ≃
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗
pi∗L⊗[−
l+m
r
]
et on peut onlure à l'aide du lemme 6.
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F ◦G ≃ 1
On doit montrer l'existene d'un inverse pour le morphisme naturel :
pi∗(N
⊗−m ⊗OX(L,s,r)
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
))← Em
r
Le fonteur N⊗−l ⊗OX(L,s,r) · étant une équivalene on a :
pi∗(N
⊗−m⊗OX(L,s,r)
∫ 1
r
Z
N⊗l⊗OX(L,s,r)pi
∗(E l
r
)) ≃ pi∗(
∫ 1
r
Z
N⊗l−m⊗OX(L,s,r)pi
∗(E l
r
))
Comme µr est diagonalisable, pi∗ est exat à droite, et ommute aux sommes
nies, don aux olimites nies, et on a don :
pi∗(
∫ 1
r
Z
N⊗l−m ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
)) ≃
∫ 1
r
Z
pi∗(N
⊗l−m ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
))
Comme E l
r
est loalement libre, on a d'après la formule de projetion :
∫ 1
r
Z
pi∗(N
⊗l−m ⊗OX(L,s,r) pi
∗(E l
r
)) ≃
∫ 1
r
Z
pi∗(N
⊗l−m)⊗OX E l
r
Le lemme 3 donne
∫ 1
r
Z
pi∗(N
⊗l−m)⊗OX E l
r
≃
∫ 1
r
Z
L⊗[
l−m
r
] ⊗OX E l
r
Finalement, E· est un bré parabolique, don muni d'un isomorphismeL⊗−1⊗OX
E· ≃ E·[1], qui induit∫ 1
r
Z
L⊗[
l−m
r
] ⊗OX E l
r
≃
∫ 1
r
Z
E l
r
−[ l−m
r
]
Finalement le fait que le morphisme naturel
∫ 1
r
Z
E l
r
−[ l−m
r
] ← Emr
est un isomorphisme résulte du fait que
l
r − [
l−m
r ] prend la valeur
m
r lorsque
l varie, et de l'uniité des bouts universels.
3.4.4 Preuve du aratère tensoriel
D'après [20℄, I 4.4 on peut se ontenter de montrer que le fonteur G est
ompatible ave le produit tensoriel. On ommene par réinterpréter le produit
tensoriel des brés paraboliques en termes de bout.
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Lemme 8. Soient E·, E ′· deux objets de Par 1
r
(X,D). Alors
(E· ⊗ E
′
· ) l
r
≃
∫ 1
r
Z
Em
r
⊗OX E
′
l−m
r
Démonstration. D'après la remarque 1, on peut plonger Par 1
r
(X,D) omme
une sous-atégorie pleine de la atégorie de fonteurs Func((1rZ)
op,QcohX),
atégorie dans laquelle on peut don aluler le produit tensoriel E· ⊗ E ′· . La
formule de onvolution donnée résulte alors de [11℄, 4.
Il s'agit de omparer
G(E·)⊗G(E
′
· ) =
∫ 1
r
Z
N⊗l⊗pi∗(E l
r
)⊗
∫ 1
r
Z
N⊗l
′
⊗pi∗(E ′l′
r
) ≃
∫ 1
r
Z ∫ 1
r
Z
N⊗l+l
′
⊗pi∗(E l
r
⊗E ′l′
r
)
et
G(E· ⊗ E
′
· ) =
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗ pi∗((E· ⊗ E
′
· ) l
r
) ≃
∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗ pi∗(
∫ 1
r
Z
Em
r
⊗OX E
′
l−m
r
)
pi∗ est adjoint à gauhe, don ommute aux olimites, et don
G(E· ⊗ E
′
· ) ≃
∫ 1
r
Z ∫ 1
r
Z
N⊗l ⊗ pi∗(Em
r
⊗OX E
′
l−m
r
)
On peut don onlure en appliquant le théorème de Fubini pour les bouts
universels (théorème 7 de l'appendie B).
4 Degrés
Dans toute ette partie, on xe r ≥ 1 un entier naturel, X une variété
projetive lisse sur un orps k algébriquement los de aratéristique première
à r. On note O(1) un faiseau inversible très ample sur X . On se xe de plus D
un diviseur de Cartier eetif sur X , lisse sur k. On note n la dimension de X .
4.1 Dénitions
4.1.1 Degré parabolique
Dénition 8 ([16℄). Soit E· un objet de Par 1
r
(X,D), de rang ρ. On dénit sa
aratéristique d'Euler parabolique par :
χpar(E·) =
1
r
r∑
l=1
χ(X, E l
r
)
Son degré parabolique degpar(E·) est par dénition le nombre rationnel déni
par :
degpar(E·) = (n−1)!×{oeient de m
n−1
dans χpar(E·(m))−χpar(OX
⊕ρ
·
(m))}
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4.1.2 Degré sur un hamp de Deligne-Mumford projetif
Dénition 9. Soit X → S un hamp de Deligne-Mumford séparé, pi : X → M
le morphisme vers son espae des modules grossier, qu'on suppose projetif sur
S, de dimension n, et muni d'un faiseau inversible très ample O(1). On note
alors, pour F un faiseau loalement libre sur X :
degX(F) =
∫ et
X
cet1 (F) · pi
∗cet1 (O(1))
n−1
Pour des détails sur la théorie de l'intersetion utilisée ii, on renvoie à
C.2.1. Intuitivement on peut omprendre ei de la manière suivante : pi∗ :
PicM ⊗Z Q → PicX ⊗Z Q est un isomorphisme, et l'on peut voir degX déni
grâe à degM .
4.1.3 Comparaison des deux notions
Théorème 5. r ≥ 1 un entier naturel, X une variété projetive lisse sur k
algébriquement los de aratéristique première à r, O(1) un faiseau inversible
très ample sur X, D un diviseur de Cartier eetif sur X, lisse sur k, L =
OX(D), s la setion anonique, X = X(L,s,r) le hamp des raines r-ièmes, E·
un objet de Par 1
r
(X,D), F = G(E·) le faiseau loalement libre sur X assoié
via la orrespondane du théorème 4. Alors on a :
degpar(E·) = degX(F)
Remarque 5. On peut érire formellement degpar(E·) =
∫ 0
−1 deg(Et)dt, e qui
a un sens, en dénissant onvenablement la mesure dt, ou bien en redénissant
E· omme une fontion loalement onstante. On retrouve alors la dénition 8.
Malgré l'analogie des notations, je n'ai pas trouvé de démonstration simple du
théorème 5 en inversant les signes
∫
.
Corollaire 6. Soient E·, E ′· deux objets de Par 1
r
(X,D). On a :
degpar(E· ⊗ E
′
· ) = rk E· degpar(E
′
· ) + rk E
′
· degpar(E·)
Remarque 6. Lorsque dimX = 1, e orollaire est énoné omme une faile
( ?) onséquene de la dénition du produit tensoriel des brés paraboliques dans
[6℄.
4.2 Preuve
4.2.1 Expression hampêtre de χpar(E·)
Lemme 9. Ave les notations du théorème 5, si de plus N est la raine r-ième
anonique de L sur le hamp X = X(L,s,r), on a alors :
χpar(E·) =
1
r
χ(X,F ⊗⊕rl=1N
⊗−l)
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Démonstration. Il sut d'observer que si F : Vect(X(L,s,r)) → Par 1
r
(X,D)
désigne la orrespondane du théorème 4, alors on a F (F ⊗N⊗−l) = F (F)[ lr ].
Remarque 7. On suppose que l'on est dans la situation du orollaire 4, i.e. que
l'on dispose d'un morphisme p : Y → X, où Y est un shéma, tel que le mor-
phisme omposé pi◦p : Y → X est un revêtement ylique uniforme, induisant un
isomorphisme [Y |µr] ≃ X. Alors la formule de projetion et le lemme 9 donnent
χpar(E·) =
1
rχ(Y, p
∗(F ⊗N⊗−1)), e dont on onlut degpar(E·) =
1
r degY (p
∗F)
(où degY (·) est pris relativement à l'image réiproque sur Y du bré très ample
O(1) sur X), d'où le théorème 5 dans e as. Toutefois, en l'absene d'une telle
présentation de X, on est ontraint de proéder autrement.
4.2.2 Appliation de GRR
Le théorème de Grothendiek-Riemann-Roh pour les hamps de Deligne-
Mumford, du à B.Toën ([23℄, voir aussi appendie C), permet d'obtenir une
première expression pour degpar(E·).
Préisons tout d'abord une notation : l'isomorphisme de shémas IX ≃
X (voir C.3.1) induit en ohomologie un isomorphisme d'algèbres H∗et(X) ≃
H∗et(IX) = H
∗
rep(X), et pour x ∈ K0(X), on notera c
rep
i (x) l'image de c
et
i (x)
par et isomorphisme ('est seulement dans e as que l'on s'autorisera à parler
de lasses de Chern à oeients dans les représentations).
Lemme 10.
degpar(E·) =
1
r
∫ rep
X
tdrep(X)·(chrep(F)−chrep(O⊕ρ
X
))·chrep(⊕rl=1N
⊗−l)·pi∗crep1 (O(1))
n−1
Démonstration. On note tout d'abord que puisque F = G(E·), on a G(E·(m)) ≃
F ⊗ pi∗O(m). D'après les orollaires 2, 5, le morphisme X → Spec k est propre
et lisse. La formule donnée est don une onséquene direte de la dénition 8,
du lemme 9, du orollaire 7 de l'appendie C, et de l'expression standard
chet(O(m)) =
n∑
l=0
cet1 (O(1))
lm
l
l!
Posons pour simplier
x = tdrep(X) · (chrep(F)− chrep(O⊕ρ
X
)) · chrep(⊕rl=1N
⊗−l) · pi∗crep1 (O(1))
n−1
On sait d'après C.4.3 que :∫ rep
X
x =
∫ et
IX
x =
∫ et
X
x1 +
∫ et
IX−X
x6=1
Le premier terme se laisse failement aluler :
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Lemme 11. ∫ et
X
x1 = r degXF
Démonstration. Rappelons que y → y1 est un morphisme d'anneaux. Le lemme
résulte don des lemmes 16 et 17 de l'appendie C, ainsi que du fait faile
(pi∗crep1 (O(1))
n−1)1 = pi
∗cet1 (O(1))
n−1
.
Le théorème 5 résultera don de la preuve de
∫ et
IX−X
x6=1 = 0.
4.2.3 Étude du hamp d'inertie
Pour analyser l'expression i-dessus on a besoin de omprendre la géométrie
du hamp d'inertie IX (voir C.3.1) du hamp X = X(L,s,r). Pour ei, on peut
travailler dans un adre plus général.
On xe un entier r, et omme shéma de base S0 = Spec(Z[r
−1](µr)). Donné
un shéma noethérienX → S, L un faiseau inversible surX , on peut lui assoier
sa gerbe (sur X) des raines r-ièmes de la manière suivante : on reprend la
dénition de X(L,s,r) en oubliant la ondition sur les setions, 'est-à-dire :
Dénition 10 ([10℄). On dénit une atégorie X(L,r) brée en groupoïdes sur
S par
1. les objets de X(L,r) sont les triplets (f,M, φ) où f : S → X est un mor-
phisme de shémas, M un faiseau inversible sur S, et φ : M⊗r ≃ f∗L
un isomorphisme,
2. les morphismes de (f,M, φ) à (g,N , ψ) (tous deux au dessus de S) sont
les isomorphisme de faiseaux ν :M≃ N tels que ψ ◦ ν⊗r = φ.
On peut à présent énoner une proposition à propos de IX :
Proposition 5. Soit r un entier, X un shéma noethérien sur S = Spec(Z[r−1](µr)),
L un faiseau inversible sur X, s une setion globale de L, D = Z(s) le lieu des
zéros, X = X(L,s,r) le hamp des raines r-ièmes de L sur X, D = D(L|D ,r) la
gerbe des raines r-ièmes de L|D sur D. On a alors un isomorphisme anonique :
IX ≃ X
∐
D
∐µr(S0)−{1}
Démonstration. On note tout d'abord qu'on a un morphisme anonique i : D→
X omposé des morphismes évidents D(L|D ,r) → D(L|D,0,r) et de D(L|D,0,r) →
X(L,s,r), omme les deux sont des immersions fermées (D(L|D,0,r) est le r-ième
voisinage innitésimal de D(L|D,r) dans X(L,s,r), voir [10℄) D → X l'est aussi.
Il en résulte un morphisme anonique ID → IX, 'est d'ailleurs également une
immersion fermée (ar en fait obtenue par hangement de base à partir de la
préédente).
On note d'autre part qu'on a un morphisme anonique IX → µr,S . En eet
soit un objet (f,M, t, φ) de X au dessus de f : S → X , alors l'isomorphisme
anonique aM : Hom(M,M) ≃ OS induit un morphisme de shémas en groupes
sur S :
AutS(f,M, t, φ)→ µr,S
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On en déduit le morphisme reherhé, en assoiant à l'objet ((f,M, t, φ), ν)
de IX au dessus de f : S → X l'élément aM(S)(ν) de µr(S).
Pour ζ : S0 → µr,S on note I
ζ
D
→ Iζ
X
la bre orrespondante de ID → IX.
Vu le hoix de la base S0, µr,S est onstant sur S0, et don IX =
∐
ζ∈µr(S0)
Iζ
X
.
Il est lair que I1
X
est l'image de la setion anonique X→ IX. On vérie d'autre
part failement que pour tout ζ dans µr(S0), le omposé I
ζ
D
→ ID → D est un
isomorphisme (on a un inverse évident). Il reste don à vérier que pour ζ 6= 1
dans µr(S0), le morphisme I
ζ
D
→ Iζ
X
est un isomorphisme. Au dessus de S, e
morphisme est donné par ((g,M, φ), ν) → ((i ◦ g,M, 0, φ), ν) où g : S → D
est un morphisme de shémas et i : D → X est l'inlusion anonique. Cei
dénit lairement un fonteur dèlement plein Iζ
D
(S) → Iζ
X
(S). Pour vérier
qu'il est essentiellement surjetif, on xe un objet ((f,M, t, φ), ν) dans Iζ
X
(S).
Don aM(S)(ν) vaut ζ sur haque omposante onnexe de S, et omme 1 − ζ
est inversible sur S0, id−ρ est inversible. On déduit alors de ρ(t) = t le fait que
t = 0, et en onséquene f∗s = t⊗r = 0, don f : S → X se fatorise à travers
i : D → X , omme souhaité.
4.2.4 Rédution
Il résulte de la proposition 5 que l'immersion fermée i : D → X induit un
isomorphisme i˜ = Ii|ID−D : ID −D→ IX − X et don∫ et
IX−X
x6=1 =
∫ et
ID−D
i˜
∗(x6=1) =
∫ et
ID−D
(i∗x)6=1
Or il est lair que
∫ et
D
(i∗x)1 = 0, en eet ei résulte du fait que dimD =
n−1, de (i∗pi∗crep1 (O(1))
n−1)1 = i
∗pi∗cet1 (O(1))
n−1
, et du lemme 16 qui entraîne
(chrep(i∗F) − chrep(O⊕ρ
D
))1 = ch
et(i∗F) − chet(O⊕ρ
D
), expression dont la om-
posante de degré 0 est nulle. On onlut que
∫ et
IX−X
x6=1 =
∫ rep
D
i
∗x, et il ne reste
don qu'à montrer la nullité de ette dernière expression.
Cela résultera du lemme suivant. Remarquons que d'après preuve de la
proposition 5, il existe un isomorphisme anonique ID ≃ D∐µr(S0), qui induit
un isomorphisme H∗rep(D) ≃ H
∗
et(D)
µr(S0)
.
Lemme 12. Soit χ le aratère de la représentation anonique µr ⊂ Gm, et
Λ = Q(µ∞). Pour tout entier l ∈ Z, l'isomorphisme anonique H
∗
rep(D)Λ ≃
H∗et(D)
µr(S0)
Λ envoie ch
rep(i∗N⊗l) sur χl chet(i∗N⊗l).
Démonstration. Notons i
∗N = N|D, et piD : ID → D la projetion anonique.
Pour aluler chrep(N⊗l|D ) on doit essentiellement déterminer la déomposition
de pi∗
D
N⊗l|D en sous-brés propres. On note elle-i
pi∗
D
N⊗l|D = ⊕ζ′∈µ∞(pi
∗
D
N⊗l|D )
(ζ′)
Le lemme alors résulte de la dénition de chrep(·) (et plus partiulièrement
de elle du aratère de Frobénius C.3.2) et du sous-lemme :
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Lemme 13.
(pi∗
D
N⊗l|D )
(ζ′)
|Iζ
D
=


N⊗l
|Iζ
D
si ζ′ = ζl
0 sinon
Démonstration. C'est à peu près tautologique vu que l'ation de ζ (vu omme
automorphisme de D) sur N|Iζ
D
se fait par multipliation par ζ (vu omme
élément de Λ), et ei d'après les dénitions de ID et N .
On peut ahever la démonstration du théorème 5. En eet, le lemme 12 im-
plique que l'image de chrep(⊕rl=1i
∗N⊗−l) par le morphisme d'anneaux omposé
H∗rep(D)Λ ≃ H
∗
et(D)
µr(S0)
Λ → H
0
et(D)
µr(S0)
Λ est le aratère de la représentation
régulière de µr. D'autre part, le lemme 16 montre que l'image de (ch
rep(i∗F)−
chrep(O⊕ρ
D
)) par e même morphisme s'annule en 1. On en onlut que le produit
chrep(⊕rl=1i
∗N⊗−l) · (chrep(i∗F)− chrep(O⊕ρ
D
)) s'envoie sur 0 par H∗rep(D)Λ →
H0rep(D)Λ, e qui sut à montrer que
∫ rep
D
i
∗x = 0, omme souhaité.
5 Fibrés paraboliques sur les ourbes
Dans ette partie, on xe r ≥ 1 un entier,X une ourbe projetive et lisse sur
un orps algébriquement los k, D un diviseur eetif réduit surX , L = OX(D),
s = sD la setion anonique, X = X(L,s,r) le hamp des raines r-ièmes.
5.1 Fibrés paraboliques semi-stables
Dénition 11. Soit F , F ′ deux faiseaux loalement libres sur X, et F ′ → F un
monomorphisme. On dit que F ′ est un sous-bré de F si F/F ′ est loalement
libre.
Remarque 8. Pour onserver un voabulaire symétrique (alors que la situation
ne l'est pas !) on parlera de bré quotient pour tout faiseau loalement libre F ′′
quotient de F .
Dénition 12. Soit F un faiseau loalement libre sur X. On dénit sa pente
par µ(F) = deg
X
F/ rkF . On dit que F est semi-stable s'il vérie l'une des
deux onditions équivalentes suivantes :
1. pour tout sous-bré F ′ de F , on a µ(F ′) ≤ µ(F),
2. pour tout bré quotient F ′′ de F , on a µ(F) ≤ µ(F ′′).
Dénition 13. Soient F , F ′ deux faiseaux loalement libres sur X, et i :
F ′ → F un monomorphisme. On désigne par F ′ →֒F le plus petit sous-bré de
F ontenant F ′.
On peut dénir F ′ →֒F de manière équivalente par F ′ →֒F = ker(F ։ coker i/T (coker i)),
où T (·) désigne le sous-faiseau de torsion. Don l'injetion F ′ → F ′ →֒F est
génériquement un isomorphisme, et en partiulier rkF ′ →֒F = rkF ′. De plus, si
pi : X→ X désigne la projetion anonique, on a : pi∗(F ′ →֒F ) = (pi∗F ′)→֒π∗F .
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Lemme 14. Ave les notations de la dénition 13 on a : µ(F ′) ≤ µ(F ′ →֒F )
Démonstration. Cela résulte du lemme suivant :
Lemme 15. Soit K′ → K un monomorphisme de faiseaux inversibles sur X.
Alors degXK
′ ≤ degXK.
Démonstration. On peut supposer que K′ = OX. Notons D = P1 + · · ·Pm, où
les Pi sont les points de X dans le support de D, Li = OX(Pi) et si les setions
anoniques orrespondantes. D'après le lemme 2, on a X ≃ XL1,s1,r ×X · · · ×X
XLm,sm,r. Soit Ni l'image réiproque de la raine r-ième anonique de Li par
le morphisme X→ XLi,si,r. On peut vérier de manière élémentaire l'existene
d'entiers ri, 1 ≤ i ≤ m, tels que K ≃ pi∗pi∗K ⊗ ⊗mi=1N
⊗ri
i (ou enore utiliser le
théorème 4). D'après le lemme 3, haque ri est un entier ompris entre 0 et r−1,
uniquement déterminé par ette ériture. Le monomorphisme OX → K donne
en projetion un monomorphisme OX → pi∗K, et le théorème de Riemann-Roh
sur X implique degX pi∗K ≥ 0. Don degXK = degX pi∗K +
∑m
i=1
ri
r ≥ 0.
Remarque 9. Pour mesurer le onfort donné par les hamps, on pourra om-
parer ette preuve à sa version parabolique dans [8℄, Lemma 3.7.
Dénition 14. Soit F un faiseau loalement libre sur X.
1. Soit E un faiseau loalement libre sur X et E → pi∗F un monomorphisme
vers le faiseau sous-jaent à F . On appelle sous-bré induit par E le
sous-bré de F : pi∗E →֒F .
2. Soit E ′ un faiseau loalement libre sur X qui est quotient pi∗F ։ E
′
du
faiseau sous-jaent à F . On appelle bré quotient induit par E ′ et on note
pi∗E ′
ևF le bré quotient de F : coker(pi
∗E →֒F → F), où E = ker(pi∗F ։
E ′).
Remarque 10. 1. Il est lair que pi∗(pi
∗E →֒F) = E →֒π∗F et pi∗(pi
∗E ′
ևF ) =
E ′. Il est faile de se onvainre qu'on retrouve les notions de sous-bré
parabolique induit et bré parabolique quotient induit de [21℄, voir déni-
tions 18 et 19 de l'appendie A.
2. Le théorème 5 et la remarque 12 de l'appendie A montrent que F est
semi-stable si et seulement si le faiseau parabolique E· sur (X,D) assoié
est semi-stable au sens de Seshadri.
5.2 Fibrés paraboliques nis
Dénition 15 ([18℄). Un faiseau loalement libre F sur X est dit ni s'il
existe deux polynmes distints P,Q ∈ N[X ] tels que P (F) ≃ Q(F).
Proposition 6. Tout faiseau loalement libre ni sur X est semi-stable de
degré 0.
Démonstration. La preuve est mot pour mot elle des ourbes usuelles [18℄, 3,
grâe à l'aide du lemme 14.
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On suppose désormais que X = P1, la droite projetive, et que D = P1 +
· · ·+ Pm.
Théorème 6. Soit E· un bré parabolique ni sur (P1, D), où D est un di-
viseur eetif réduit de degré m. Supposons que les poids assoiés à E· ont des
dénominateurs premiers à la aratéristique du orps de base k et que le faiseau
sous-jaent se déompose sous la forme
E0 = ⊕
rk E
j=1O(dj)
Alors pour tout j on a : −m < dj ≤ 0.
Démonstration. Le prinipe de la preuve suivante m'a été ommuniqué par
I.Biswas.
Soit F le faiseau sur X orrespondant à E·. Il est ni, don semi-stable de
degré 0. L'hypothèse est don que pi∗F ≃ ⊕rkEj=1O(dj). Fixons j. On onsidère
d'une part pi∗O(dj)→֒F le sous-bré de F induit par O(dj). La semi-stabilité
donne µ(pi∗O(dj)
→֒F) ≤ 0, e qui implique, au vu du lemme 14, que dj ≤ 0.
Soit d'autre part pi∗O(dj)ևF le bré quotient induit par O(dj). Le fait que F
soit semi-stable de degré 0 implique que µ(pi∗O(dj)ևF ) ≥ 0, e qui implique, en
érivant omme dans la démonstration du lemme 15 pi∗O(dj)ևF ≃ pi∗O(dj) ⊗
⊗mi=1N
⊗ri
i , que dj > −m.
A Fibrés paraboliques : la dénition de Seshadri
Dans ette partie, X est une ourbe projetive et lisse sur un orps al-
gébriquement los k, D un diviseur eetif réduit sur X .
A.1 Dénition loale
Dénition 16 ([21℄). Un faiseau parabolique (E , F∗, α∗) sur (X,D) est la
donnée d'un faiseau loalement libre E sur X, pour tout point P du support de
D d'un drapeau de la bre résiduelle EP := EP ⊗OX,P k(P ) :
EP = F1(EP ) ⊃ F2(EP ) ⊃ · · · ⊃ FnP (EP ) ⊃ FnP+1(EP ) = 0
et une suite de nombres rationnels (poids) (αP,i)1≤i≤nP vériant
0 ≤ αP,1 < · · · < αP,nP < 1
nP est la longueur de la ltration en P et si mP,i = dimk(P )(Fi(EP )/Fi+1(EP ))
alors la suite (mP,i)1≤i≤nP est la suite des multipliités en P .
Dénition 17 ([21℄). Soient (E , F∗, α∗) et (E ′, F ′∗, α
′
∗) deux faiseaux paraboliques
sur (X,D). Un morphisme φ : (E , F∗, α∗) → (E ′, F ′∗, α
′
∗) de brés paraboliques
est un morphisme φ : E → E ′ de faiseaux vériant :
∀P ∈ |D| ∀i, j αi,P > α
′
j,P =⇒ φ(Fi(EP )) ⊂ F
′
j+1(E
′
P )
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A.2 Filtration assoiée
Soit (E , F∗, α∗) un bré parabolique sur (X,D).
Il est bien onnu (et apparemment du à C.Simpson, voir [9℄) qu'on peut lui
assoier anoniquement une ltration desendante E· = (Eα)α∈Q de la manière
suivante.
Pour P ∈ |D| on pose par onvention α0,P = αnP ,P − 1 et αnP+1 = 1. On
pose alors pour 1 ≤ i ≤ nP et αi−1,P < α ≤ αi,P : EPα = ker(E → EP /Fi(EP )),
puis
Eα = ∩P∈|D|E
P
α
puis on étend la dénition à tout α dans Q en imposant Eα+l = Eα(−lD) pour
l entier.
Remarque 11. Soient (E , F∗, α∗) et (E
′, F ′∗, α
′
∗) deux brés paraboliques sur
(X,D), E· et E ′· les ltrations assoiées. Un morphisme de faiseaux φ : E →
E ′ dénit un morphisme de faiseaux paraboliques si et seulement si ∀α ∈
Q φ(Eα) ⊂ E ′α.
A.3 Sous-faiseau parabolique et faiseau parabolique quo-
tient induits
On donne la version de Maruyama-Yokogawa, en termes des ltrations as-
soiées.
Dénition 18 ([16℄). Soit E· un faiseau parabolique sur (X,D) et E ′ un sous-
bré de E0 (i.e. E ′ est un sous-faiseau de E0 et E0/E ′ est loalement libre). Le
sous-bré parabolique induit E ′· est déni par E
′
· = E
′ ∩ E·.
Dénition 19 ([16℄). Soit E· un faiseau parabolique sur (X,D) et g : E0 →
E ′′ un épimorphisme vers le faiseau loalement libre E ′′. Le bré parabolique
quotient induit E ′· est déni par E
′′
· = g(E·).
A.4 Faiseau parabolique semi-stable
Dénition 20 ([21℄). Soit (E , F∗, α∗) un bré parabolique sur (X,D). On
dénit
1. son degré par deg E· = deg E +
∑
P∈|D|
∑nP
i=1mP,iαP,i
2. sa pente par µ(E·) =
deg E·
rk E .
Remarque 12. Il est faile de vérier que ette dénition est ompatible ave
la dénition 8.
Dénition 21 ([21℄). Un bré parabolique (E , F∗, α∗) sur (X,D) est dit semi-
stable s'il vérie l'une des deux onditions équivalentes suivantes :
1. Pour tout sous-bré parabolique induit E ′· de E·, on a µ(E
′
· ) ≤ µ(E·)
2. Pour tout bré parabolique quotient induit E ′′· de E·, on a µ(E
′′
· ) ≥ µ(E·).
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Remarque 13. Ce n'est pas exatement la dénition de [21℄, mais ela lui
est immédiatement équivalent, omme 'est d'ailleurs préisé dans la remarque
1. suivant la dénition 6., p.69. La raison que nous avons d'éviter la première
forme de la dénition est qu'elle utilise une notion de sous-bré parabolique
(resp. bré parabolique quotient) qui est n'est pas ompatible (en fait plus générale)
ave la dénition hampêtre préisée par la dénition 11 (resp. par la remarque
8).
B Bouts
On rappelle quelques notions tirées de ([15℄).
Dénition 22. Soient I, C deux atégories, F : Iop × I → C un fonteur de
variane mixte.
1. Un bout (wedge) de F à un objet C de C est une olletion de èhes
αI : F (I, I)→ C dans C dinaturelle au sens que pour tout èhe f : I → J
dans I, le diagramme suivant ommute :
F (I, I) αI
))SS
SS
SS
F (J, I)
F (f,1) 44hhhhhh
F (1,f)
**VVV
VV
C
F (J, J)
αJ
55kkkkkk
2. Si un bout universel existe, on le note
∫ I
F (I, I).
Proposition 7 (Fubini pour les bouts universels). Soient I, J et C trois
atégories, F : Iop × I × J op × J → C un fonteur. Si les bouts universels
suivants existent, on a des isomorphismes naturels :
∫ I ∫ J
F (I, I, J, J) ≃
∫ I×J
F (I, I, J, J) ≃
∫ J ∫ I
F (I, I, J, J)
C Grothendiek-Riemann-Roh pour les hamps
de Deligne-Mumford
On résume les résultats de [22℄, [23℄ que nous utilisons. On note X un hamp
de Deligne-Mumford noethérien.
C.1 K-théorie
La atégorie exate Vect(X) permet de dénir deux spetres de K-théorie,
le spetre de K-théorie usuel K(X) et le spetre de K-théorie étale Ket(X) =
H(Xet,K), où H(Xet, ·) désigne la ohomologie (généralisée) d'un préfaiseau
de spetres · sur Xet et K le préfaiseau de spetres de K-théorie sur Xet. Ils
sont reliés par un morphisme anonique can : K(X)→ Ket(X).
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On onsidérant à la plae deVect(X) la atégorie exate Coh(X) des faiseaux
ohérents sur X on obtient de manière analogue le spetre de G-théorie G(X) et
le spetre de G-théorie étale Get(X).
On dispose de morphismes de spetres anoniquesK(X)→ G(X) etKet(X)→
Get(X).
C.2 Théorie homologique-ohomologique
C.2.1 Cohomologie
Soit Ki le faiseau assoié au préfaiseau de groupes abéliens U → Ki(U)
sur Xet. On pose
Hiet(X) = H
i(Xet,Ki ⊗Q)
On dispose alors d'une Q-algèbre ommutative graduée H∗et(X). H
∗
et(X) est on-
travariant en X.
La onstrution universelle de Gillet [13℄ donne des lasses de Chern ceti :
K0,et(X) → Hiet(X), et on dénit un aratère de Chern ch
et : K0,et(X) →
H∗et(X) et une lasse de Todd td
et : K0,et(X) → H
∗
et(X) par les formules
habituelles.
C.2.2 Homologie
On dénit par ailleurs des groupes d'homologie de la manière suivante.
Pour un shéma S, et un entier i, soit :
Ri(S) : ⊕x∈S(0)Ki(k(x))→ ⊕x∈S(1)Ki−1(k(x))→ · · · → ⊕x∈S(i)K0(k(x))
le omplexe de Gersten onentré en degrés [−i, 0]. On note Ri le préfaiseau
de omplexes S →Ri(S) sur Xet. On pose : Heti (X) = H(Xet,R
i ⊗ Q).
On dispose deHet∗ (X) qui est unH
∗
et(X)-module gradué.H
et
∗ (X) est ovariant
pour les morphismes propres.
Lorsque X est lisse, il y a un isomorphisme naturel H∗et(X) ≃ H
et
∗ (X), e qui
entraîne en partiulier que Hiet(X) = 0 pour i > dimX.
Lorsque p : X → Spec k est propre, on désigne p∗ par
∫ et
X
(noter que
Het∗ (Spec k) ≃ Q). Lorsque X est de plus lisse, équidimensionel de dimension
n, et muni d'un faiseau très ample O(1), ei permet de dénir le degré d'un
faiseau loalement libre F sur X omme étant le nombre rationnel :
degX(F) =
∫ et
X
cet1 (F) · c
et
1 (O(1))
n−1
Par ailleurs, on dispose d'un théorème de Grothendiek-Riemann-Roh pour
la G-théorie étale ([22℄, Théorème 3.33), qui peut s'énoner ainsi : il existe une
transformation naturelle (aratère de Chern homologique étale)
τetX : G0,et(X)→ H
et
∗ (X)
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qui vaut x → tdet(TX) ch
et(x) si X est lisse, où TX est le bré tangent, et qui
est ovariant pour les morphismes propres (non néessairement représentables)
de hamps algébriques quasi-projetifs X→ X′.
Ce théorème est essentiellement équivalent au théorème usuel pour les es-
paes de modules sous-jaents. La remarque lé due à B.Toën est que le mor-
phisme G0(X) → G0,et(X) n'est pas ovariant en général, mais qu'il est par
ontre possible de dénir une transformation de type Riemann-Roh de G0(X)
à G0,et(IX), où IX désigne le hamp d'inertie de X : 'est e que B.Toën nomme
Lefshetz-Riemann-Roh, et que nous détaillons à présent.
C.3 Lefshetz-Riemann-Roh
C.3.1 Champ d'inertie
Le hamp d'inertie IX de X est déni par
IX = X×X×X X
Moins formellement, il s'agit d'une atégorie brée en groupoïdes, dont les
objets au-dessus d'un shéma S sont les ouples (s, h), ave s un objet de X(S),
et h un élément de HomX(S)(s, s), et dont les èhes de (s, h) vers (s
′, h′) (s, s′
objets de X(S)) sont les morphismes u ∈ HomX(S)(s, s
′) tels que u−1h′u = h.
IX est un hamp en groupes sur X, et don muni d'une setion anonique
X→ IX envoyant l'objet s sur l'objet (s, id).
Lorsque X = [Y |G] est un hamp quotient, e à quoi on peut se ramener
loalement, on a le diagramme ommutatif suivant dont toutes les faes sont
artésiennes :
GY

((PP
PP
PP
// Y

''OO
OO
OO
O
G× Y //

Y × Y

IX
((PP
PP
PP
PP
P
// X
''OO
OO
OO
O
X // X× X
Par dénition, GY est le stabilisateur de Y → Y , un Y -groupe. Cei donne
une présentation de IX = [GY |G] (noter que G agit par onjugaison sur le
premier fateur de GY ⊂ G × Y , l'ation préserve don la struture de Y -
groupe de GY , si bien que IX est un X-groupe). On peut enore détailler ette
expression en déomposant GY en ses omposantes onnexes.
C.3.2 Caratère de Frobénius
Par la suite, on fait l'hypothèse simpliatrie suivante : on se donne un
orps k ontenant les raines de l'unité et un hamp X → Spec k modéré, i.e.
l'ordre d'inertie de tout point de X est premier à la aratéristique de k.
Tout faiseau loalement libre F sur IX se déompose anoniquement sous
la forme
F = ⊕ζ∈µ∞F
(ζ)
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où F (ζ) est le sous-bré déni en restrition à (s, h) : U → IX de la manière
suivante : l'ation de h sur F|U est diagonalisable, et F
(ζ)
|U est le sous-bré propre
pour la valeur propre ζ.
En posant Λ = Q(µ∞) et pour un groupe abélien A, AΛ = A⊗Z Q(µ∞), on
peut alors dénir un morphisme ρX : K0(IX)Λ → K0(IX)Λ en posant
ρX([F ]) =
∑
ζ∈µ∞
ζ[F (ζ)]
On dénit alors le aratère de Frobénius φX de X omme étant le omposé
φX : K0(X)Λ
π∗
X
// K0(IX)Λ
ρX
// K0(IX)Λ
can
// K0,et(IX)Λ
où pi∗
X
est l'image réiproque via la projetion piX : IX → X.
C.3.3 Caratère de Frobénius homologique
On dénit ensuite l'analogue d'un aratère de Todd : si Ω1IX/X désigne le
bré onormal du morphisme non ramié piX : IX → X, on pose
αX = can ◦ ρX(λ−1([Ω
1
IX/X
])) ∈ K0,et(IX)Λ
où omme d'habitude λ−1(x) =
∑
i(−1)
iλi(x). On vérie que 'est un élé-
ment inversible de K0,et(IX)Λ.
Le théorème de Lefshetz-Riemann-Roh peut s'énoner ainsi (voir [22℄ Théorème
3.25 pour les détails). Il existe, pour X → Spec k quasi-projetif, un aratère
de Frobénius homologique φX : G0(X)Λ → G0,et(IX)Λ, qui vaut x→ α
−1
X
φX(x)
lorsque X est lisse, et qui est ovariant pour les morphismes propres X→ X′ de
dimension ohomologique nie lorsque X est lisse.
C.4 Grothendiek-Riemann-Roh
En ombinant les deux transformations de Riemann-Roh de C.2 et C.3 on
est onduit aux dénitions suivantes.
C.4.1 Cohomologie et homologie à oeients dans les représenta-
tions
On pose don logiquement Hirep(X) = H
i
et(IX) et H
rep
i (X) = H
et
i (IX). Ces
groupes héritent des propriétés de fontorialité de leur analogues étales. En
partiulier lorsque p : X → Spec k est propre, on dénit
∫ rep
X
= p∗, omme
d'habitude.
Le aratère de Chern chrep : K0(X)→ H∗rep(X)Λ est déni par
chrep(x) = chet(φX(x))
La lasse de Todd est elle dénie omme l'élément de H∗rep(X)Λ :
tdrep(X) = chet(α−1
X
) tdet(TIX)
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C.4.2 Caratère de Chern homologique à oeients dans les représen-
tations
Dans ette setion, on suppose de plus que l'espae des modules M de X est
quasi-projetif, et e pour tous les hamps onsidérés.
Le théorème de Grothendiek-Riemann-Roh peut se résumer ainsi : il existe
un aratère de Chern homologique à oeients dans les représentations :
τrep
X
: G0(X)Λ → H
rep
∗ (X)Λ
qui vaut x → tdrep(X) chrep(x) si X est lisse, qui est ovariant pour les
morphismes propres X→ X′.
En partiulier on a :
Corollaire 7 (Hirzebruh-Riemann-Roh pour les hamps de Deligne-Mumford).
Soit F un faiseau ohérent sur un hamp de Deligne-Mumford X→ Spec k pro-
pre et lisse. Alors on a
χ(X,F) =
∫ rep
X
tdrep(X) chrep(F)
C.4.3 Lien entre ohomologie usuelle et ohomologie à oeients
dans les représentations
Dans ette setion, on énumère un ertain nombre de faits tehniques que
nous avons utilisés.
On note d'abord que les morphismes image réiproque le long de la setion
unité 1 : X → IX et de l'inlusion IX − X → IX induisent un isomorphisme
d'anneaux
H∗rep(X) = H
∗
et(IX) ≃ H
∗
et(X)⊕H
∗
et(IX − X)
Pour x ∈ H∗rep(X) on notera x = x1+x6=1 la déomposition orrespondante.
On a une déomposition analogue du groupe d'homologie Hrep∗ (X), ompat-
ible ave la préédente via les isomorphismes de Poinaré H∗rep(X) ≃ H
rep
∗ (X)
lorsque X est lisse.
Si p : X→ Spec k est propre, il en déoule que :∫ rep
X
x =
∫ et
IX
x =
∫ et
X
x1 +
∫ et
IX−X
x6=1
Lemme 16. Pour tout y dans K0(X)Λ et tout i ≥ 0 on a :
chrep(y)1 = ch
et(y)
Démonstration. Vu la dénition des aratères de Chern, tout revient à montrer
que le diagramme suivant ommute.
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K0(X)Λ
π∗
X
//
id ))S
SS
SS
SS
K0(IX)Λ
ρX
// K0(IX)Λ
1∗uujj
jj
jj
jj
can

K0(X)Λ
can

K0,et(IX)Λ
chet
K0,et(X)Λ
chet
H∗et(IX)Λ
1∗uujj
jj
jj
j
H∗et(X)Λ
Il est lair que le parallélogramme du bas ommute, quant au triangle du
haut, sa ommutativité déoule de la dénition de ρX.
Lemme 17.
tdrep(X)1 = td
et(X)
Démonstration. En eet (αX)1 = 1
∗can◦ρ(λ−1([Ω
1
IX/X
])) = canλ−1(0) = 1.
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